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РЕФЕРАТ
Выпускная квалификационная работа “Канонический базис иде-
алов нильтреугольной подалгебры алгебрШевалле классических ти-
пов над полем” содержит 18 страниц текста, 11 использованных ис-
точников.
АЛГЕБРА ШЕВАЛЛЕ, НИЛЬТРЕУГОЛЬНАЯ ПОДАЛГЕБРА,
КАНОНИЧЕСКИЙ БАЗИС ИДЕАЛА.
Цель работы – исследовать записанную в [4] проблему (2) пе-
речисления всех идеалов алгебр Ли NΦ(K) классических типов над
конечным полем K = GF (q) (или NΦ(q)). Для типа An−1 алгебра NΦ(K)
представляется алгеброй Ли, ассоциированной с алгеброй NT (n,K)
нижних нильтреугольных n × n матриц над K. Решить проблему (2)
в этом случае удается, используя канонический базис лиева идеала
NT (n,K), построенный в [11].
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ВВЕДЕНИЕ
АлгебруШевалле над полем K, ассоциированную с произволь-
ной системой корней Φ, характеризуют базисом Шевалле, см. § 1.
Элементы er (r ∈ Φ+) базиса Шевалле образуют базис ее нильтре-
угольной подалгебры NΦ(K); пишем NΦ(q), когда K = GF (q).
В [4] записаны задачи перечисления специальных идеалов и
всех идеалов алгебр NΦ(q) классических типов, соответственно, про-
блемы (1) и (2).
Для типа An−1 проблема (1) заключается в перечислении всех
идеалов ассоциативной алгебры NT (n,K) нижних нильтреугольных
n × n матриц над K. В [8] указано комбинаторное выражение числа
всех идеалов ассоциативной алгебры NT (n, q) := NT (n,K), K = GF (q), и
тем самым, проблема (1) из [4] решена для типа An−1.
В случае Φ = An−1 проблему (2) удается решить в § 5, используя
канонический базис лиева идеала NT (n,K), построенный в [11].
Полное решение проблемы (1) дает в § 6 теорема 6.2.
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1 Нильтреугольная подалгебра алгебрШе-
валле и постановка задач
АлгебруШевалле LΦ(K) над полем K, ассоциированную с систе-
мой корней Φ, характеризуют базой Шевалле; ее дают подходящие
элементы er (r ∈ Φ) и база подалгебры Картана [2, § 4.4]. Подалгебру
NΦ(K) с базой {er | r ∈ Φ+} называют нильтреугольной.
Покажем что алгебра NΦ(K) всегда является нильпотентной.
Нам потребуются некоторые понятия. Аналогично группам в
произвольном кольце Ли R вводят нижний центральный ряд
R = Γ1 ⊇ Γ2 ⊇ · · · ⊇ Γn ⊇ · · · , Γn+1(R) := [Γn(R), R] (n ≥ 1),
и верхний центральный или гиперцентральный ряд
0 = Z0 ⊆ Z1 ⊆ Z2 ⊆ · · · , Zi+1(R) := {g ∈ R | [g, R] ⊆ Zi(R)} (i ≥ 0).
Группу R называем нильпотентной ступени нильпотентности
n, если Γn = 1 и Γn−1 ̸= 1. Как известно ([5] § 5.2), это равносильно
условиям Zn = R и Zn−1 ̸= R; кроме того, Γi ⊆ Li ⊆ Zn−i (1 ≤ i ≤ n). Нильпо-
тентные алгебры Ли и их ступень нильпотентности определяются
аналогично.
Как в [6] и [2], используем функцию высоты ht(r) на корнях r
системы Φ, максимальный корень ρ и число Кокстера h := ht(ρ) + 1.
Полагаем p(Φ) := max{(r, r)/(s, s) | r, s ∈ Φ}.
В алгебре Ли NΦ(K) стандартным центральным называют ряд
L1 ⊃ L2 ⊃ · · · ⊃ Lh−1 ⊃ Lh = 0,
Li := ⟨Ker| r ∈ Φ+, ht(r) ≥ i⟩ (1 ≤ i ≤ h− 1).
По аналогии с [9, Лемма 1] справедлива
Лемма 1.1. Верхний и нижний центральные ряды кольца Ли NΦ(K)
при p(Φ)!K = K совпадают с её стандартным центральным рядом:
Γi = Li = Zh−i (1 ≤ i ≤ h).
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В общем случае Γi ⊆ Li ⊆ Zh−i (1 ≤ i ≤ h), в частности, ступень
нильпотентности кольца Ли NΦ(K) всегда ≤ h−1 и равенство достига-
ется при p(Φ)!K = K. Центральные ряды, скажем, для кольца Ли NBn(K)
при 2K ̸= K строятся сложнее (см. § 5).
В [4] записана проблема (1) перечисления определенных иде-
алов алгебр Ли NΦ(K) классических типов над конечным полем K =
GF (q). Для типа An−1 она заключается в нахождении числа всех идеа-
лов (ассоциативной) алгебры NT (n,K) нижних нильтреугольных n× n
матриц над K. Комбинаторное выражение этого числа, и тем самым,
решение проблемы (1) для типа An−1 найдено в [8].
Проблема (2) из [4] перечисления всех идеалов алгебр Ли NΦ(q)
классических типов исследуется для типа An в §§ 2-4. Мы опираемся
на известное описание лиевых идеалов алгебры NT (n,K) из [10] (тео-
рема 2.2). Ключевым для перечисления здесь является найденный
в [11] канонический базис лиева идеала алгебры NT (n,K) над произ-
вольным полем.
Для всех классических типов проблему (1) из [4] сформулиро-
вана в § 6; там же ее решение завершает теорема 6.2.
2 Лиевы идеалы алгебры NT (n,K)
В этом параграфе приведем описание лиевых идеалов кольца
NT (n,K).
Матрицу степени n с единицей на месте (i, j) и нулем на осталь-
ных местах обозначают через eij, называя матричной единицей. Яс-
но, что
euvets =
⎧⎪⎨⎪⎩eus при v = t,0 при v ̸= t; [euv, ets] =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
eus, если u > v = t > s,
−etv, если t > s = u > v,
0 в остальных случаях.






auveuv (∥auv∥ ∈ NT (n,K)).
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Определение 2.1. Всякое множество матричных позиций вида
L = {(i1, j1), (i2, j2), . . . , (im, jm)},
1 ≤ j1 < j2 < · · · < jm, i1 < i2 < · · · < im ≤ n, jt < it (1 ≤ t ≤ m).
называют множеством углов степени n. Матричной лестницей с
углами L назовем линию (с тем же обозначением L), проходящую
в n × n-матрице по i1-строке от 1-го столбца до позиции (i1, j1), от нее
по j1-му столбцу до i2-й строки и по ней до (i2, j2) и т. д., по im-й строке










L . . .
. . . . . .
. . . (im,jm) 0
0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Полагая (u, v) ≥ (i, j) при 1 ≤ v ≤ j < i ≤ u ≤ n, вводим частичное упо-
рядочение матричных позиций. В алгебре NT (n,K) выделяем идеалы
T (i, j) :=
∑
(u,v)≥(i,j)




Множеством углов подмножества H ⊆ NT (n,K) называем мно-
жество L = L(H)матричных позиций такое, чтоH ⊆∑(i,j)∈L T (i, j) и вклю-
чение нарушается при любой замене T (i, j) на Q(i, j). Нам потребуется
также
Определение 2.2. Аддитивную подгруппу S пространства Vm строк
длины m над полем (или телом) K называем собственной, если при
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любом i, 1 ≤ i ≤ m, в S существует элемент с ненулевой i-той коорди-
натой.
Идеалы алгебры NT (n,K) над полем K описали Р. Дюбиш и С.
Перлис [3] в 1951 г. Согласно [10], идеалы кольца NT (n,K) над телом
K – это аддитивные подгруппы H такие, что
Q(L) ⊂ H ⊆ T (L), T (L) :=
∑
(i,j)∈L




В [10] всякий идеал кольца NT (n,K) над телом K представлен с
помощью m-ступенчатой лестницы L и аддитивной подгруппы S ⊆ Vm
в виде
H(L, S) = Q(L) + {a1ei1,j1 + a2ei2,j2 + · · ·+ ameim,jm | (a1, a2, . . . , am) ∈ S}. (1)
Теорема 2.1. Всякий ненулевой идеал кольца NT (n,K) над телом K
имеет вид H(L, S) при подходящем выборе L и собственной аддитив-
ной подгруппы S в Vm. Различным парам (L, S) соответствуют раз-
личные идеалы.
В отличие от идеалов алгебры NT (n,K), для описания лиева иде-
ала H кольца NT (n,K) недостаточно указать взаимосвязь элементов
матриц из H только в углах лестницы L. Описание лиевых идеалов
получено в 1976 г., [10, Теорема 2].
Теорема 2.2. Ненулевая аддитивная подгруппа H кольца NT (n,K) над
полем K есть лиев идеал тогда и только тогда, когда T (i, j) ⊆ H для
любой позиции (i, j), лежащей на или под лестницей L(H), исключая,
быть может, углы лестницы L(H) и позиции (s, k) и (k + 1, v), когда
(s, k + 1), (k, v) ∈ L(H) и для некоторого ck ̸= 0 из K имеем:
as,k+1 = ckakv (∥auv∥ ∈ H), H ⊃ K(ek+1,v − ckesk).
3 Канонический базис лиева идеала алгеб-
ры NT (n,K)
Пусть L – m-ступенчатая лестница степени n. Для описания ли-
евых идеалов используется
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Определение 3.1. Пару углов в L вида (s, k+1), (k, v) назовем k-связанной
или, кратко, связанной, если в L нет углов из (k+1)-ой строки или k-го
столбца. Множество номеров k ∈ {2, 3, . . . , n− 2}, для которых в L суще-
ствует связанная пара, обозначим через N(L).
Наряду с понятием углов, связанных в лестнице L, нам потре-
буется также понятие углов, связанных в подмножестве H ⊆ NT (n,K).
Определение 3.2. Пару углов {(k, v), (s, k+1)} ⊆ L(H) назовем k-связанной
в H, если Kek+1,v + Kes,k ̸⊆ H. Множество номеров k ∈ {2, 3, . . . , n − 2}, для
которых в H существует связанная пара, обозначим через N(H).
Лиевы идеалы H алгебры NT (n,K) с условием Q(L) ⊆ H перечис-
лены в теоремах 2.1 и 6.2. Поэтому далее Q(L) ̸⊆ H и n ≥ 4. Обозначим
через Q∗(H) подалгебру с базисом из матричных единиц euv ∈ H таких,
что (u, v) ̸∈ L(H). Из теоремы 2.2 вытекает
Лемма 3.1. Пусть H – лиев идеал алгебры NT (n,K) и Q(L) ̸⊆ H. Тогда
пары углов {(k, vk), (sk, k + 1)} ⊆ L(H), связанные в H, связаны и в L(H).
Кроме того, база подалгебры Q∗(H) дополняется до базы в Q(L) ∩ H
элементами вида
βk = ek+1,vk − ckesk,k ∈ Q∗(H) + ek+1,k ∗H (k ∈ N(H)) (2)
с однозначно определенными ненулевыми константами ck ∈ K.
Произвольный элемент α ∈ H представляется однозначно по мо-








причем ask,k+1 = ckak,vk для всех k ∈ N(H).
Выберем угол (i1, j1) в H с наименьшим номером j1 ≥ 1; через H1
обозначим подалгебру матриц в H с нулевой (i1, j1)-ой координатой.
Выберем по лемме 3.1 базисный элемент α1 = ei1j1 + α′1 ∈ H вида (3)
так, что α′1 ∈ H1. Если пересечение L ∩ L(H1) не пустое, то угол (i2, j2)
из него выберем с наименьшим номером j2 > j1. Через H2 обозначим
подалгебру матриц в H1 с нулевой (i2, j2)-координатой. Выберем по
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лемме 3.1 базисный элемент α2 = ei2j2 + α′2 ∈ H1 вида (3) так, что α′2 ∈ H2.
И так далее.
На каком-то t-ом шаге получим матрицу αt = eitjt + · · · из Ht−1 с
углом (it, jt) ∈ L ∩ L(Ht−1) такую, что подпространство Ht матриц из Ht−1
с нулевой (it, jt)-координатой лежит в Q(L) ∩ H. Не теряя общности,
считаем, что j2-я координата вектора α1 нулевая, · · · , jt-ые координаты







aiuveuv, 1 ≤ i ≤ t. (4)
Ясно, что H + Q(L) – идеал алгебры NT (n,K). По теореме 2.2, он
записывается в виде H(L, S) из (1), где S – собственное подпростран-
ство Vm, m = |L| и dimK S = t, 1 ≤ t ≤ m. Каждому из векторов α1, α2,
· · · , αt в базе из матричных единиц euv ((u, v) ∈ L) с фиксированным
упорядочением, определенным нашим построением, соответствует
координатная строка из Vm (см. [8, § 2]):
[α1] = (1, a
1








jt+1, . . . , a
1
m),
[α2] = (0, . . . , 0, 1, a
2








jt+1, . . . , a
2
m),
. . . . . . . . . . . .
[αt] = (0, . . . , 0, 1, a
t





Такая база в S единственна и в [8, § 2] она названа канонической ба-
зой собственного t-мерного подпространства S. Согласно [8], каж-
дый из j2−2 коэффициентов a12, a13, . . . , a1j2−1 независимо пробегает K \{0}.
Каждая из j3 − j2 − 1 пар (a1i , a2i ) при j2 < i < j3 независимо пробегает
значения в декартовом квадрате (K,K), кроме нулевого (0, 0) (иначе
подпространство S не будет собственным). И так далее.
Аналогично устанавливаем возможные значения всех коорди-
нат с номерами ≤ jt. Наконец, при каждом i, jt < i ≤ m, значение набора
(a1i , a
2
i , . . . , a
t
i) может быть любым из t-й декартовой степени (K,K, . . . ,K),
исключая нулевое.
Базу лиева идеала в H, учитывая лемму 3.1, дают элементы ai
из (4), матричные единицы euv ∈ H такие, что (u, v) > (i, j) хотя бы при
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одном (i, j) ∈ L и |N(H)| элементов βk из (2). В силу леммы 3.1, указан-
ные элементы euv и βk полностью определяются выбором элементов
αi и, следовательно, не влияют на перечисление лиевых идеалов.
Заметим, что любым двум (k+1, k)-связанным углам в H соответ-
ствуют два пропорциональных столбца в t × m матрице, составлен-
ной из строк [α1], . . . , [αt]. В частности, если j2 столбец пропорционален
какому-либо l-ому столбцу, то l > j2 и ail = 0, т.е. приходим к уменьше-
нию на единицу числа параметров элемента αi, 1 ≤ i ≤ t, i ̸= 2.
Для каждого элемента αi из (4) любой из |N(H)| коэффициентов a˜ik
принимает различные значения в K для различных лиевых идеалов.
Теорема 3.2. Все матричные единицы идеала Q∗(H) и все элементы
αi, βk дают однозначно определенный предыдущими условиями базис
лиева идеала H, называемый каноническим базисом лиева идеала.
Пусть H – подалегбра в NT (n,K), L = L(H). Допустим, что про-
извольная матричная единица euv из Q(L) либо входит в пересече-
ние Q(L) ∩ H, либо euv ∈ {ek+1,vk , esk,k} и пересечение содержит матрицу
βk = ek+1,vk−ckesk,k, которая линейно выражается через ek+1,k ∗H и матрич-
ные единицы из пересечения Q(L) ∩H.
Далее мы используем этот базис для перечисления лиевых иде-
алов алгебры NT (n, q), т.е. алгебры NT (n,K) над конечным полем GF (q).
4 Перечисление лиевых идеалов алгебры
NT (n, q)
Перечисление лиевых идеалов H осложняется тем, что вообще
говоря, Q(L) ̸⊆ H и в каноническом базисе вместо матричных единиц
из Q(L) могут быть более сложные матрицы. Усложняются и основ-
ные базисные матрицы в H, обладающие хотя бы одним углом из L.
Перечислим вначале m-ступенчатые лестницы L с наивысшим чис-
лом |N(L)|.
Лемма 4.1. Максимум N1(m,n) чисел |N(L)| всех m-ступенчатых лест-
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ниц L степени n вычисляется по правилу
N1(m,n) =






n−m− 1 при m > [n2 ] .
Пусть также B(m,n, r) – число всех m-ступенчатых лестниц L сте-
пени n с |N(L)| = r.
Решение проблемы 2 для типа An редуцирует к задаче комбина-
торного выражения числа B(m,n, r)
















Основной леммой в доказательстве теоремы является
Лемма 4.3. Пусть L – m-ступенчатая лестница степени n, N – под-
множество в N(L), k = |N |. Тогда число Λn,q(L,N ) лиевых идеалов H с
L(H) = L и N(H) = N равно




Следствие 4.3.1. Пусть L1,L2 – m-ступенчатые лестницы степени
n, N1 ⊆ N(L1), N2 ⊆ N(L2). Если k = |N1| = |N2|, то
Λn,q(L1,N1) = Λn,q(L2,N2).
Следствие 4.3.2. Пусть 2N(L) – множество всех подмножеств N(L).











Следствие 4.3.3. Пусть L1 и L2 лестницы степени n. Если m = |L1| =








Λn,q(m, k) = Λn,q(L1) = Λn,q(L2).
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Доказательство теоремы. Через L(n) обозначиммножество всех лест-
ниц степени n, через L(n,m) – множество всех m-ступенчатых лестниц
степени n, через L(n,m, r) – множество всех m-ступенчатых лестниц

































Канонические базисы лиевых идеалов позволяют записать яв-
но комбинаторное выражение числа Λn,q всех лиевых идеалов кольца
NT (n,K). Значения Λn,q для малых n ≤ 6 указывает следующая таблица.
Таблица 1 – Перечисление идеалов NT (n, q)
n Λn,q Лиевы идеалы H алгебры
NT (n, q) с Q(L(H)) ̸⊆ H
2 1 0
3 q + 3 0
4 3q2 + 4q + 7 q(q − 1)
5 q4 + 7q3 + 14q2 + 9q + 10 2q(2q + 1)(q − 1)
6 2q6+5q5+20q4+46q3+27q2+16q+15 3q5 + 4q4 + 10q3 − 19q2 + 2q
5 Специальныепредставления алгебрNΦ(K)
Пусть Φ – система корней одного из классических типов An−1,
Bn, Cn, или Dn в евклидовом пространстве Vn с ортонормированным
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базисом ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn. Система положительных корней Φ+ может быть
составлена из корней вида [6, табл. I-IV]
ϵi −mϵj = pi,mj, 1 ≤ j ≤ i ≤ n, m ∈ {0,−1,+1}.
Для типа An−1 (n ≥ 2) ее отождествляют с ассоциированной ал-
геброй Ли алгебры NT (n,K) нильтреугольных n × n матриц над K с
базой из матричных единиц eij, 1 ≤ j < i ≤ n. Для типов Bn, Cn и Dn,
полагая er = ei,mj при r = pi,mj, произвольный элемент ∑ aiveiv из NΦ(K)
можем представить Φ+-матрицей над K [9] с базисом из “матричных”
единиц eiv с условиями на индексы, соответственно,
−i < v < i ≤ n, −i ≤ v < i ≤ n, v ̸= 0, 1 ≤ |v| < i ≤ n.
Структурные константы дает [9, Лемма 1.1] теорема Шевалле о ба-
зисе.
Алгебра NΦ(K) типа Bn выбирается с базисом {eiv | 0 ≤ |v| < i ≤ n}, а
типа Dn – как подалгебра с базисом {eiv | 0 < |v| < i ≤ n}. Произвольный
элемент α ∈ NΦ(K) в них представляем суммой α =∑ aiveiv = ||aiv||, назы-
вая, соответственно, B+n -матрицей и D+n -матрицей. Тогда умножение
определяется по правилу:
Φ = Bn, Dn : [eij, ejv] = eiv, [ejv, ei,−v] = ei,−j (i > j > |v| > 0), (8)
Φ = Bn : [eij, ej0] = ei0, [ei0, ej0] = 2ei,−j (i > j).
Мы используем представление из [9] алгебр NΦ(K) классиче-
ских типов специальными матрицами.
Подмодуль в Li с базой {euv | 0 ≤ v < u ≤ n, u−v ≥ i} обозначим через
L[0i . Пусть также Rj :=
∑n
i=j Kei0, 1 ≤ j ≤ n. Через A2 обозначаем аннулятор
элемента 2 в K, т.е. A2 = {x ∈ K | 2x = 0}. С помощью соотношений (8),
несложно вытекает




i + Li+2 + 2Li (1 < i ≤ n), Γi = Li+2 + 2Li (n < i ≤ 2n− 3), Γi = 2Li (i ≥ 2n− 2);
Zi = L2n−i +A2Rn+1−i (1 ≤ i ≤ n− 2), Zn−1 = Ln+1 +A2R2 +A2en1,
Zn+i = Ln−i +A2R1 +A2L[0n−i−2 (0 ≤ i ≤ n− 3), Z2n−2 = L2 +A2L1.
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2Ket,−t (1 < i < 2n)
Zi = L2n−i +A2L2n−i−1 (1 ≤ i < 2n− 1), Z2n−1 = L1.
6 Аналоги в алгебрах NΦ(K) идеалов алгеб-
ры NT (n,K)
Пусть Φ – система корней одного из классических типов An−1,
Bn, Cn, или Dn. На множестве корней r ∈ Φ вводим частичный поря-
док следующим образом. Для заданных корней r, s ∈ Φ будем считать
что s ≤ r, если r − s имеет линейное разложение с неотрицательны-
ми коэффициентами по базе Π(Φ+). Корни r и s будем называть инци-
дентными, если r ≤ s или s ≤ r.Множеством углов типа Φ+ называют
любое множество L = {r1, r2, . . . , rm} попарно неинцидентных корней из
Φ+. (В [1] используется термин antichain.)








Множеством углов подмножества H ⊆ NΦ(K) называем множество
попарно не инцидентных корней L(H) = {r1, r2, . . . , rm} такое, что H ⊆∑
r∈L T (r) и включение нарушается при любой замене T (r) на Q(r). Нам
потребуется также
Определение 6.1. Подпространство S пространства Vm строк длины
m над полем (или телом) K называем собственным, если при любом
i, 1 ≤ i ≤ m, в S существует элемент с ненулевой i-той координатой.
Пусть L = {r1, . . . , rm} – множество углов, S – собственное подпро-
странство в Vm. Тогда множество
H(L, S) = Q(L) + {a1er1 + · · ·+ amerm | (a1, a2, . . . , am) ∈ S}. (9)
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является идеалом алгебры NΦ(K). Основная теорема из [8] дает ре-
шение проблемы 1 из [4] о перечислении идеалов вида (9) для типа
Φ = An−1.
Различным парам (L, S) соответствуют различные идеалы ви-
да (9) и это соответствие биективно. Пусть r1 = pi1,j1 , . . . , rm = pim,jm. Тогда
множеству углов L соответствует m-ступенчатая лестница
{(i1, j1), . . . , (im, jm)} проходящая в Φ+ матрице. Проведенная редукция
позволяет сформулировать окончательный результат. Через B(m,Φ)
обозначиммножество всехm-ступенчатых лестниц в Φ+-матрице. Для
типа An−1 числа B(m,Φ) указаны в [7, теорема 2.1.2], для типов Bn, Cn и


































Нам потребуется найденное в [8, Лемма 2] число V˜m,t всех собствен-
ных t-мерных подпростанств Vm.











q − 1 )
jk+1−jk−1.
Полное решение проблемы 1 дает
Теорема 6.2. Число идеалов вида H(L, S) алгебры NΦ(K) над конечным


















Для любого лиева идеала алгебры NT (n,K) нильтреугольных n×n
матриц над полем K выявлен канонический (единственный) базис.
С его помощью при K = GF (q) найдено комбинаторное выражение
числа всех лиевых идеалов (теорема 4.2). Это решает для одного из
типов записанную в 2001г. проблему (2) перечисления всех идеалов
нильтреугольной подалгебры NΦ(K) алгебр Шевалле классических
типов.
В теореме 6.2 завершается решение записанной там же пробле-
мы (1) перечисления специальных идеалов алгебры Ли NΦ(K). Для
одного из четырех типов она была решена в 2015г.; в этом случае
она заключалась в перечислении всех идеалов (ассоциативной) ал-
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